Hem intentat, en la primera conferéncia, posar de
relleu el punt de vista on s’havien situat els analistes en
lurs estudis sobre les equacions diferencials fins al 1879,
és a dir, el problema de representacié local de la funci6
definida per I'equacié diferencial; representacio purament
formal amb Newton, convergent i rigorosa amb Cauchy.
Perd, quant al passatge d’aquest coneixement local al
coneixement general, només la teoria de funcions havia
permes realitzar-lo en alguns casos.

D’aquesta evolucié en resulten les diverses vies que
els geometres podien ésser portats a seguir en aquesta
epoca. Poincaré les ha seguides totes, i veurem com en
cada una ha transformat completament l'estat dels nos-
tres coneixements.

1. Expressié mitjangant funcions conegudes. Hom po-
dia preguntar-se, ja que unes quantes solucions podien
expressar-se mitjancant funcions conegudes, si seria pos-
sible congixer a priori el cas en qué aixé pot reeixir; 1,
per a pendre el cas més important, aquell en queé la inte-
gral és algebrica.

2. Introducci6é de moves classes de tramscendents. En
el cas (el més ordinari) en que la integral no s'expressa
mitjangant les funcions usuals, hom podia cercar d’ex-
pressar-la mitjangant noves funcions convenients.

3. Lestudi local podia encara rebre nous perfecciona~




24 Publicacions de I'Institut de Ciéncies

ments en ¢o que pertoca als punts singulars. La solucié de
Cauchy no s'aplicava sin als casos en qué el segon membre
de y'=j(x,y) és holomorf entorn del punt (x,,y,), per
on s'obliga a passar la corba integral. Briot i Bouquet
atacaren, com sabem, el cas contrari, i, de primer antuvi,

o
aquell en que per a (x,,y,) el segon membre pren la forma —.
0

La qiiesti6 era saber en quina mesura hom podia perfec-
cionar llur obra.

4. Extensié del domini de convergémcia. El desen-
rotllament de Taylor obtingut per Cauchy no és, evident-
ment, I'tinica série en qué hom pugui pensar. Hom podia
preguntar-se si no seria possible tenir altres maneres de
desenrotllament convergents, per exemple, per a tota valor
real de x; cosa que té grandissima importincia en vista a
determinades aplicacions, especialment a la Mecanica.

5. Estudi des del punt de vista de la teoria de funcions.
Donada la fecunditat meravellosa de qué ha donat proves
la teoria de funcions analitiques, la investigaci6 directa
de les integrals des del punt de vista d’aquesta teoria
s'imposava, i ha donat lloc, efectivament, a les recerques
classiques de Briot i Bouquet i de llurs successors.

Poincaré es situa successivament en cada un d’aquests
punts de vista, dona a una multitud de qiiestions que s’hi
relacionaven un aspecte enterament nou, i, obrint els
camins a recerques posteriors, sentava els fonaments dels
treballs dels eminents investigadors que s’han ocupat,
d’aleshores en¢a, d’aquest assumpte.

L], primerament, ocupem-nos del problema de la
possibilitat d’expressar la integral de

R(x:}')y",‘*z‘j pel. (I’ (x,yac).:'g
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essent @ algébrica. Si hom aconseguia determinar el grau
d’aquesta funcié algébrica o, almenys un limit superior
d’aquest grau, la més gran dificultat seria venguda. Aixo
és ¢o que Poincaré ha fet, en sa memoria dels Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo, per a casos molt exten-
sos que es defineixen mitjangant els punts singulars; és
a dir, si 'equacié és de la forma

’

P
=
T

mitjancant els punts d'indeterminaci6é per als quals
P=0=0,

Pero la importincia practica dels casos d’integracié
algébrica és tan restringida que ha fet minvar molt, en
aquest tema, l'interés dels analistes. Hom pot dir que
és I'aspecte més insignificant de la qiiestio.

2. La integracié mitjangant classes especials de trans-
cendents mai ha fet progrés més capital que amb Ia
grandiosa introduccié de les célebres funcions fuchsianes
(invariants respecte als grups fuchsians de transformacions
lineals).

Es d’aquestes noves transcendents que es deriven les
funcions tetafuchsianes i zetafuchsianes, amb les quals es
poden expressar les integrals de les equacions diferencials
lineals amb coeficients algebrics.

Aquestes funcions fuchsianes intervenen en gran nom-
bre de qiiestions les més diverses, i s"han reconegut for¢a
potents i valuoses per al desenrotllament de molts dominis
de I'Analisi i de la teoria de nombres.

Si no insistim més, és perqué no sabriem fer-ho sense
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dedicar-hi llargues consideracions, penetrant pregonament
en la teoria de grups i la teoria de funcions.

De quina manera resol Poincaré la qiiesti6? Aqui el
seu metode procedeix d'un esguard particularment pene-
trant, no solament al problema actual, siné a tot I’Analisi,
on aixi es manifesta una unitat profunda i oculta.

Considerem primerament les equacions algeébriques.
Preguntem-nos per que, en el fons, una equacié de segon
grau és de resoluci6 més dificil que una equacié de primer
grau; una equacié de tercer grau i una de quart, més one-
roses que la de segon grau; i aixi successivament.

¢Per que, després, una equaci6 diferencial ordinaria
ens ofereix més dificultats que una equacié algébrica del
mateix grau, i una equacié entre derivades parcials encara
en presenta meés?

Es impossible no relacionar aquest fet amb el d’haver-hi
més solucions per trobar. Una equacié de primer grau no
té sin6 una arrel; una equacié de segon grau, dues; i sic de
ceteris. Les equacions diferencials ordindries depenen d'una
constant; les equacions entre derivades parcials depenen
d’'una funcié arbitraria.

Doncs bé: el cami del progrés de I'Anilisi demostra
que és en considerar no una de les solucions, sin6 el con-
junt de les solucions, que hom pot avangar.

Un tractat antic d’Algebra comencari aixi l'estudi de
una o altra categoria d’equacions: «Sigui x una arrel de
I'equacié donada.»

Un tractat modern (quan es tracta de la resolucié
algébrica i no numérica) comengara aixi: «Sigui Kok
totes les arrels de 'equaciéy; i es consideren les relacions que
hi ha entre les arrels, llurs permutacions, etc., i és aixi
com, unicament, després de Rufini, Abel, Galois, s’ha
pogut vessar una llum ben clara sobre problemes primera-
‘ment obscurs,
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Doncs precisament d’aquesta manera veilem operar
Poincaré en I'exemple precedent; y iy’ son considerades
no com a funcions de x, siné com a funcions de ¥,,%
(essent y,,%’, les valors inicials, per a ¥= o, per exemple),
mentre x conservi una valor constant.

Es en considerar i en comparar les diferents solucions
de lequaci6 (corresponents a les diferents valors de ¥,)
que hom podra obtenir la solucid.

3. Vinguem, després, a la part en qué Poincaré ha
generalitzat els resultats de Briot i Bouquet sobre els
punts singulars mitjangant un analisi al qual dedica sa
tesi doctoral.

Recordem, si us plau, els resultats classics de Briot 1
Bouquet.

Donada l'equaci6

J.,y:___b}-:,:qlx + a,x* +oxy + By + ... ::F(-x,y) ,

essent o (¥,9) holomorfa entorn de x=o0,y=0; existeix
una integral holomorfa que sanul'la per a x=o0, si b 1o
és un nombre enter positiu.

Si b=1 i a,=o0, hi ha un punt de ramificacié a l'ori-
gen, amb infinitat de branques d'integrals holomorfes.
Si a,20, no hi ha integrals holomorfes. El cas en que
b=n>1, essent b enter positiu, es redueix al precedent.

Si la part real de b és positiva, hi ha una infinitat d'in-
tegrals no holomorfes que se'n van vers zero amb x.

Si és negativa i b és real, no hi ha més integral que
I'holomorfa que s'anul'la per a x=0. Si és negativa i la
part imaginaria no és nul‘la, hi ha una infinitat d’integrals
no holomorfes que depenen d'una constant arbitraria 1
tendeixen vers zero quan es fa seguir a x un cami de ma-
nera que |2°|>o0. (Aquest darrer resultat és degut a
Picard i a Painlevé.)
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Poincaré s’ha dedicat a I'estudi de la qiiestié, és a dir,
a T'estudi de les solucions entorn d’un punt singular, con-
siderant el cas més general definit pel sistema

dx, dx, dx,,
= e ——— (1).

x\f T A’\r 2 = ‘X— ™

Hom pot creure, de primer antuvi, que aix6 vindra a ésser
una generalitzaci6 banal dels resultats de Briot i Bouquet.
Els resultats obtinguts demostraran que no hi ha res
d’aixo. :

Hom sap que la integraci6 del sistema precedent és
equivalent a la resoluci6 de l'equacié entre derivades
parcials

of of of

X —+X.— + ... J,—X,,,—‘:ﬂ (2).

0%, ox,

Si se’'n coneixen m—1 integrals diferents i independents,
el sistema (1) esta resolt.

En abordar I'estudi als voltants de I'origen, sabent que
aquest punt és singular, les X seran de la forma

X = Far i A

significant els punts termes d’ordre superior.

Per una transformacié lineal convenient, és possible,
en general, reduir els termes de primer ordre a la forma
A%, , A%, ... de manera que

,X_lzll,tl—}— A

2, i et B
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Les . son arrels d'una equaci6, facil d’establir, analoga a
I'equacié en s, ben coneguda.

Poincaré substitueix successivament a la integraci6
de la equacié (2) la de cada una de les segiients:

9 of
Xl-j- + or + Xy— =M\
axl S Xom
of of
TR e T
exr axm %

Una comprovacié immediata demostra que cada una pot
ésser, almenys formalment, satisfeta per un desenrotllament
de Mac-Laurin, que s’anul'la a I'origen (essent arbitrari el
terme de primer grau en x, per a la primera; el terme
en x, per a la segona; etc.) Aixd donard, certament, una in-
tegral de cada una d'aquestes m equacions, holomorfa
entorn de £, —x. = ... =%,=—0. Perqueé aixo ‘signi cext,
n’hi ha prou, en ¢o que pertoca a la primera, per exemple,
que, en primer lloc, essent els $, nombres enters positius,
tals que
DrtDat ... +Du22,
I'equacid
}‘If)l'i")\zﬁz"}' =gre +lﬂibu:)~x

no sigui mai satisfeta. I que, per altra banda, si s’assenya-
len els punts ) en llur pla complex, que una certa recta
que passi per l'origen deixi tots aquests punts al mateix
costat. Es aquesta condicié geométrica que dona potent
interés a la nova qiiestié formulada i li déna un caracter
enterament nou respecte al cas en qué m=2.

Si aquestes dues condicions es compleixen, hom pot
demostrar, pel meétode de les majorants, la convergéncia
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del desenrotllament en série. I amb m integrals semblants
fe» f.y -+, I, construir les m—1 solucions analogues a
aquesta

f=\, log fi—), logfu=log /1, ™,

que satisfa a

X ) X %
D Iax:-}- T ,,"a?m'-—l?.

Aquest és el métode seguit per Poincaré en sa tesi.

Noteu com tota sa obra estd amarada d'intuicié
geometrica, cosa que li permet expressar el resultat en
forma tan clara com elegant.

Per altra banda, les propietats del resultat demostren
¢o que hi havia de pregonament amagat. Considera f com
a funcié d'un dels parametres ), i comprova que la funcié
no existeix a l'interior d'un cert poligon; és a dir, que és
una funcié a espar lUacunar.

No-solament una tal singularitat no s’havia presentat
als seus predecessors, perd demés apareix amb un cardcter
molt diferent del que afecten aquesta classe d’investiga-
cions,

En la teoria de funcions, els gedmetres s’han donat
molts mals de cap per a la recerca de funcions irregu-
lars, sense derivada, que omplen una area, etc.; perd
s’han proposat a priori la formacié6 de funcions parado-
xals.

Aquesta, al contrari, no es presenta d'una manera
estranya 1 recercada sind ben natural, com una conse-
qiiéncia obligada, ineluctable, dels termes d’una qiies-
ti6, I'enunciat ben senzill de la qual no la feia preveure
de cap manera, i l'alta dificultat de la qual queda aixi
posada en evidéncia. Els exemples de tal naturalesa
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abunden en I'obra de Poincaré i en demostren tota la pre-
gonesa (*).

4. Fou en 1881 que Poincaré es lliura a I'estudi dels
desenrotllaments valids en tota I'extensié de les valors de
la variable. Aquests treballs coriesponen als quatre anys
fecunds durant els quals pot dir-se que cada dia portava
una nova descoberta.

Sigui el sistema

dx, dx, dx,,

-.’r /\’: me
Si hom introdueix una variable auxiliar s per

dx, A ds

X, Xm  I+X2+ ... +X%

hom pot demostrar que, mitjangant condicions molt
senzilles imposades a X,, X,, ... X, , les valors de
s %,, --+ , %, son holomorfes en s, en una banda pa-
ral'lela a l'eix real.

Si fem la representaci6 conforme de la banda sobre un
cercle, cosa que s’obtindrd per una transformacié de la
forma

b 4

er—1

’
B4 1

hom pot desenrotllar en série les integrals segons les po-
téncies de #, car sén totes holomorfes respecte a 7, en
aquest cercle.

(*) Hom sap que l'estudi de les funcions kleineanes introdueix corbes
sense tangent, sense radi de curvatura, que intervenen com a elements neces-
saris en la solucié del problema.
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Es precisament en aquests estudis que hom troba el
germen tan fecund dels treballs posteriors de Sundman,
Levi-Civita i Bisconcini sobre la regularitzacié del pro-
blema ‘dels tres cossos, del qual haveu sentit parlar aqui
mateix, a Levi-Civita. Ells han acconseguit separar les
singularitats degudes al xoc, mitjangant transformacions
convenients.

Poincaré ha estudiat el problema fins que dos cossos
xoquen, i aleshores ha cedit la paraula als il'lustres mate-
matics que acabem de citar.

Pero el perfeccionament que aixi han obtingut té
també (es pot ben dir) ses arrels en un altre resultat de
Poincaré, a saber, la prolongaci6 analitica d’una solucié
més enlla del domini en queé les condicions del problema la
defineixen. Un exemple d’aquest fet és, efectivament,
format per Poincaré en Les Méthodes nouvelles de la Mé-
canique céleste.

5. Cal insistir especialment en les propiétats de les
equacions diferencials en vista a la teoria de funcions:
veurem, efectivament, com el métode seguit per Poincaré
es relaciona d'una manera remarcable amb ¢o que troba-
réem en una proxima lligd.

Fuchs havia assenyalat les condicions necessaries i
suficients perque, donada una equacié diferencial,

Hx,y,y)=0
algébrica en y,y’, analitica en x, hom pugui afirmar que
la integral no té sind punts critics fixos, és a dir, indepen-
dents de la constant d’integraci6 (*).

(*) Perd, per important que fos, el resultat de Fuchs donava I'exemple
d’un probleme incompletament resolt: deixava sense resposta la pregunta de
si existien certament equacions.
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Poincaré ha demostrat que, si el génere p de la corba
f(x,y,y)=0

considerada com a funcié de y,y’ és zero, hom pot trans-
formar l'equaci6 en una equacié de Riccati; si és igual
a un, pot integrar-se per quadratures; i si és superior a un,
hom aconsegueix la integracié per procediments purament
algeébrics.

Les condicions de Fuchs no conduien siné a casos
coneguts o a integracions banals: no introduien, de cap
manera, noves transcendents.

Aquest resultat de Poincaré, purament negatiu en ell
mateix, sembla tancar el cami a récerques ulteriors. No
hi ha tal cosa: en els métodes que han servit a Poincaré,
hom troba el germen de l'obra considerable de Painlevé,
en la qual té gran importancia, en primer lloc, I'estudi de
les integrals de les equacions de primer ordre que no
admeten siné un nombre finit de branques permutables
entorn dels punts critics mobils, i, després, sobretot, els
estudis de la mateixa naturalesa sobre les equacions de
segon ordre que porten a la celebre equaci6

y.r!___ﬁyﬂ + x

i a les equacions analogues.




